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Abstrak 

𝑎 𝑏 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 (𝑎, 𝑏)|𝑐

𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) 𝑑|𝑐 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

Kata Kunci: pembelajaran matematika, persamaan diophantine, algoritma euclid 

Pendahuluan 
Pembelajaran matematika merupa-

kan salah satu mata pelajaran yang 

ditakuti oleh siswa (Rahmawanti et al., 

2021; Sulistyaningrum et al., 2021). Salah 

satunya adalah persamaan diophantine. 

"Persamaan Diophantine adalah 

persamaan polinomial yang umumnya 

melibatkan dua atau lebih variabel 

dengan solusi berupa bilangan bulat. 

Terdapat beberapa jenis persamaan 

Diophantine, salah satunya adalah 

persamaan Linier Diophantine, yang 

sering menjadi fokus dalam teori 
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bilangan. Kata "Diophantine" sendiri 

diambil dari nama Diophantus, seorang 

ahli matematika asal Alexandria yang 

mempelajari dan merumuskan teorema 

terkait persamaan linier (Everest & 

Ward, 2005; Pradana et al., 2022). 

Dalam mempelajari operasi aljabar 

dibutuhkan sebuah kemampuan untuk 

memahami semua simbol-simbol, 

operasi dan aturan-aturannya (Kristanti 

et al., 2021). Persamaan Diophantine 

adalah persamaan aljabar dalam satu 

atau lebih variabel dengan koefisien 

bilangan bulat, yang bertujuan untuk 

mencari solusi terbaiknya. Contoh dari 

persamaan Diophantine adalah 𝑥𝑛 +

 𝑦𝑛  =  𝑧𝑛, yang merupakan teorema 

terakhir Fermat. Persamaan ini akan 

diselesaikan dengan menggunakan 

algoritma Euclid untuk mendapatkan 

solusi berupa bilangan bulat (Al-Kubro, 

2019; Sukirman, 2006). 

Persamaan linier adalah topik yang 

diajarkan dalam pembelajaran 

matematika di SMP kelas 8. Persamaan 

garis lurus merupakan representasi 

matematika dari pemetaan dalam 

bidang koordinat Cartesius yang 

membentuk grafik garis lurus. Terdapat 

dua variabel dalam persamaan garis 

lurus dan keduanya memiliki orde 1. 

Secara umum, persamaan garis lurus 

dapat dinyatakan dalam bentuk ax + by 

= c (Subiono, 2016) 

Pada penyelesaian soal persamaan 

linier di tingkat sekolah menengah per-

tama dan sekolah menengah atas persa-

maan linier Diophantine diperlukan un-

tuk memudahkan siswa dalam me-

nyelesaikan soal system persamaan 

linier dua variabel yang terkait dengan 

persamaan linier Diophantine (Dewi & 

Rahmawati, 2022). 

Metode  
Bagian ini menjelaskan langkah-

langkah pengerjaan tentang bagaimana 

menyelesaikan permasalahan yang 

berkaitan dengan persamaan diophatine 

dengan menggunakan algoritma Euclid. 

Beberapa tahapan yang dilakukan ada-

lah sebagai berikut:  

a. Pembahasan Mengenai Persa-

maan Diophantine Linier dan Al-

goritma Euclid.  

Bagian ini berisi penjelasan tentang 

bentuk umum suatu persamaan Dio-

phantine Linier yang memiliki unsur 

bilangan bulat. Selanjutnya, untuk me-

nyelesaikan persamaan Diophantine 

akan diulas mengenai algoritma Euclid-

ean dan selanjutnya diberikan beberapa 

contoh. Aplikasinya dalam soal siswa 

SMP dan SMA.  

b. Penyajian langkah-langkah 

penyelesaian Kasus  

Pada bagian ini dibahas tentang 
bagaimana mendapatkan solusi dari per-
samaan Diophantine menggunakan al-
goritma euclidean. Dengan algoritma 
Euclidean dicari Faktor persekutuan 
terbesar dari masing-masing variable 
yang ada pada persamaan yang mana 
hasil dari penghitungan FPB ini merupa-
kan solusi terbaik dari persamaan Linier 
Diophantine.  

c. Penarikan kesimpulan  
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Berdasarkan hasil dan pembahasan 
yang telah dilakukan, bagian ini adalah 
bagian terakhir dari paper yang berisi 
tentang kesimpulan dari penelitian yang 
dibahas.    

 
Hasil dan Pembahasan 

a. Penjelasan Persamaan Diophan-

tine Linier  

Dalam mengerjakan persamaan 

linier peserta didik sering mengalami 

kesulitan dan kesalahan (Prabandari et 

al., 2022). Persamaan Linier Diophantine 

dalam dua variabel adalah persamaan 

Linier dalam bentuk 𝑎𝑥 +  𝑏𝑦 =  𝑐, 

dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐 adalah bilangan bulat serta 

𝑥, 𝑦 adalah variabel-variabel sedemikian 

hingga solusi persamaan Liniernya 

merupakan bilangan bulat. Misalkan 

𝑎𝑥 +  𝑏𝑦 =  𝑐 adalah persamaan Linier 

Diophantine. Jika (𝑥0, 𝑦0) adalah 

pasangan bilangat bulat sehingga 𝑎𝑥0 +

𝑏𝑦0  =  𝑐, maka (𝑥0, 𝑦0) adalah solusi dari 

persamaan Linier Diophantine.

Oleh karena itu, diperlukan 

keterampilan dari guru dalam 

mengajarkan persamaan linier. Siswa 

berkemampuan rendah terbukti 

mengalami kesulitan dalam memahami 

konsep abstraksi dalam matematika 

(Hardini et al., 2021). Dalam pembelaja-

ran matematika siswa harus mampu ket-

erampilan dalam mengajukan permasa-

lahaan yang berkualitas tinggi 

(Christidamayani & Kristanto, 2020). 

Selain itu, guru perlu ada inovasi dalam 

pembelajaran agar siswa mudah 

mengerti materi pelajaran (Lestari et al., 

2023). Keterampilan guru dalam 

menyampaikan materi harus 

dilaksanakan secara efektif dan efisien, 

namun tetap tidak meninggalkan 

kebermaknaan proses pembelajaran 

(Ishartono, Razak, et al., 2023).   

Perhatikan persamaan Linier 

Diophantine berikut: 

14𝑥 +  12𝑦 =  33                (1) 

Misalkan persamaan ini 

mempunyai solusi (𝑥0 , 𝑦0). Maka 

14𝑥0  +  12𝑦0  =  33             (2)  

Perhatikan bahwa 2 membagi habis 

14𝑥0  +  12𝑦0 tetapi 2 tidak membagi 

habis 33. Jadi persamaan Linier 

Diophantine 14𝑥 +  12𝑦 =  33 tidak 

mempunyai solusi berupa bilangan 

bulat.  

Teorema 1 Persamaan Linier Dio-

phantine 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 mempunyai 

penyelesaian jika dan hanya jika 

𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏)| 𝑐. 

Bukti : 

Jika FPB(𝑎, 𝑏)|𝑐, maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 

memiliki solusi 

Misalkan  𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) = 𝑑 , berarti 

𝑑|𝑐, sehingga 𝑐 = 𝑘𝑑,  

𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) = 𝑑 ⇔ terdapat m dan n 

sehingga     𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = 𝑑 

Sehingga dapat ditulis 

⇔ 𝑎(𝑘𝑚) + 𝑏(𝑘𝑛) = 𝑘𝑑            (3) 

⇔ 𝑎(𝑘𝑚) + 𝑏(𝑘𝑛) = 𝑐             (4) 

Diperoleh 

𝑥 = 𝑚𝑘 𝑑𝑎𝑛 𝑦 = 𝑛𝑘                (5) 
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Jika 𝑑 = 𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) dan 𝑥0, 𝑦0 

penyelesaian persamaan Diophantine 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 maka penyelesaian umum 

persamaan tersebut adalah 

𝑥 = 𝑥0 + (
𝑏

𝑑
) 𝑘 dan 𝑦 = 𝑦0 − (

𝑎

𝑑
) 𝑘   (6)  

dengan k parameter bilangan bulat 

b. Persamaan Diophantine Non 

Linear  

Persamaan Diophantine tidak 

hanya linear, bisa saja kuadrat, kubik, 

atau lainnya. 

Contohnya 𝑎𝑥2  +  𝑏𝑦2  =  𝑐. Persa-

maan Diophantine bisa memiliki banyak 

solusi yang beragam, mulai dari 0 sam-

pai tak hingga. Bentuk umum persa-

maan Diophantine adalah ax + by = c 

dengan a, b merupakan koefisien dan c 

merupakan konstanta bulat. Salah satu 

penyelesaian persamaan Diophantine 

adalah semua pasangan bilangan bulat 

(x, y) yang memenuhi persamaan 

ax + by = c. Jika d adalah faktor perseku-

tuan terbesar (FPB) dari a dan b, maka 

agar persamaan 𝑎𝑥 +  𝑏𝑦 =  𝑐 mempu-

nyai solusi maka d  harus dapat mem-

bagi c. 

Persamaan 𝑥2 +  𝑦2 =  𝑧2 dikenal 

dengan nama teorema Pythagoras,  

diantaranya : 

3,4,5 

6,8,10 

5,12, 13  

Dan sebagainya. 

Definisi : 

Jika (𝑎, 𝑏, 𝑐) penyelesaian dari 

persamaan 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 dengan 

𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1 maka penyelesaian 

tersebut dinamakan penyelesaian 

primitif. 

Lift skills sangat diperlukan di era 

globalisasi ini agar dapat sukses di 

lingkungan sekolah maupun di luar 

sekolah (Setyaningsih et al., 2022). Siswa 

dengan rendah kemampuan pemecahan 

masalah akan mengalami kesulitan 

dalam menyelesaikan soal matematika 

yang memerlukan pemikiran tingkat 

tinggi (Darmawan & Suparman, 2019). 

Persamaan pyhtagoras memiliki baris 

tak hingga banyak penyelesaian. Dapat 

dibuktikan bahwa ada tak hingga 

banyak penyelesaian primitif. Dalam 

belajar matematika sering sekali men-

galami kesulitan mengerjakan 

(Rahmawanti et al., 2021).  

Diketahui (𝑥, 𝑦, 𝑧) merupakan 

penyelesaian dari 𝑥2 + 𝑦2  = 𝑧2. Nilai x, 

y tidak boleh keduanya genap atau 

keduanya ganjil. Jika keduanya genap 

berarti 𝑥, 𝑦, 𝑧 dapat dibagi 2 sehingga 

kontradiksi dengan 𝑓𝑝𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  1. Jika 

keduanya ganjil maka 𝑥2 ≡  1 mod 4 dan 

𝑦2 ≡  1 mod 4 sehingga 𝑧2  ≡  2 𝑚𝑜𝑑 4. 

Namun hal ini tidak mungkin, karena 

ada 2 kemungkinan yaitu nilai z genap 

(𝑧 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 4) atau z ganjil (𝑧 ≡

 1 𝑚𝑜𝑑 4). 

Karena x dan y adalah simetris 

maka bisa dipilih salah satu 

penyelesaian primitifnya, yaitu x genap 

dan x ganjil.  

 

c.  Algoritma Euclid  

Algoritma Euclid biasa digunakan 

untuk menghitung FPB (gcd) dari dua 
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bilangan yang besar. Algoritma ini 

memudahkan dalam perhitungan FPB 

dari sembarang bilangan bulat, mes-

kipun bilangan-bilangan bulat tersebut 

cukup besar. Everest dan Ward (2006: 36) 

menjelaskan algoritma Euclid sebagai 

berikut: Misalnya akan dicari pembagi 

persekutuan terbesar dari bilangan bulat 

a dan b. karena FPB (|𝑎|, |𝑏|) = 𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) 

dan misalkan 𝑎 ≥ 𝑏 > 0. Langkah per-

tama menerapkan algoritma pembagian 

terhadap a dan b diperoleh 

𝑎 = 𝑞1𝑏 + 𝑟1                       (7) 

0 < 𝑟1 < 𝑏 

Jika terjadi 𝑟1 = 0 maka b|a dan 

𝑝𝑝𝑡(𝑎, 𝑏) = 𝑏 Jika 𝑟1 ≠ 0  dibagi b oleh 𝑟1 

dan diperoleh 𝑞2 𝑑𝑎𝑛 𝑟2 yang memenuhi 

𝑏 = 𝑞2𝑟1 + 𝑟2                      (8) 

0 < 𝑟2 < 𝑟1 

Jika 𝑟2 = 0 maka berhenti dan se-

baliknya jika 𝑟2 ≠ 0 dengan cara yang 

sama diperoleh 

𝑟1 = 𝑞3𝑟2 + 𝑟3                    (9) 

0 < 𝑟3 < 𝑟2 

Proses pembagian ini dilanjutkan 

sampai sisa pembagian nol, katakanlah 

pada Langkah ke(n+1) yang mana 𝑟𝑛−1 

dibagi 𝑟𝑛 dengan 𝑏 > 𝑟1 > 𝑟2 > ⋯ ≥ 0. 

Proses di atas menghasilkan sys-

tem persamaan sebagai berikut : 

𝑎 = 𝑞1𝑏 + 𝑟1           0 ≤ 𝑟1 < 𝑏   (10) 

𝑏 = 𝑞2𝑟1 + 𝑟2          0 ≤ 𝑟2 < 𝑟1  (11) 

𝑟1 = 𝑞3𝑟2 + 𝑟3         0 ≤ 𝑟3 < 𝑟2  (12) 

⋮ 

𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛𝑟𝑛−1 + 𝑟3    0 ≤ 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1        (13) 

𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 𝑟𝑛 + 0               (14) 

Sisa pembagian yang terakhir yang 

bukan nol 𝑟𝑛 = 𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏). 

Contoh : 

 

1. 𝐶𝑎𝑟𝑖𝑙𝑎ℎ 𝐹𝑃𝐵 (5767, 4453) 

Penyelesaian : 

5767 =  1 × 4453 +  1314,  

𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 5767, 4453 =  𝐹𝑃𝐵(4453, 1314) 

4453 =  3 ×  1314 +  511,  

𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 4453, 1314 =  𝐹𝑃𝐵(1314, 511) 

1314 =  2 ×  511 +  292,  

𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 1314, 511 =  𝐹𝑃𝐵(511, 292) 

511 =  1 ×  292 +  219, 

 𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 511, 292 =  𝐹𝑃𝐵 (292, 219) 

292 =  1 ×  219 +  73,  

𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 292, 219 =  𝐹𝑃𝐵(219, 73) 

219 =  3 ×  73 +  0,  

𝑚𝑎𝑘𝑎  

𝐹𝑃𝐵 219, 73 =  𝐹𝑃𝐵(73,0)  =  73 

𝐽𝑎𝑑𝑖 𝐹𝑃𝐵(5767, 4453)  =  73 

2. Tentukan penyelesaian umum per-

samaan diophantine 738𝑥 +

621𝑦 = 45 

Penyelesaian : 

738 = 1 ×  621 + 117 

621 = 5 ×  117 + 36 
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117 = 3 ×  36 + 9 

36 = 4 ×  9 + 0 

Jadi (738, 621)  =  9. Karena 9|45 

maka persamaan di atas mempunyai 

penyelesaian  

9 = 117 − 3 𝑥 36 

9 = 117 − 3(621 − 5𝑥117) 

9 = −3 𝑥 621 + 16 (738 − 621) 

9 = 16 𝑥 738 − 19 𝑥 621 

𝑚 = 16 𝑑𝑎𝑛 𝑛 = −19 

𝑘 =
45

9
= 5 

Mengalikan kedua ruas dengan 5 

45 = 80 𝑥 738 − 95 𝑥 621 

Didapatkan  

𝑥0 = 80 𝑑𝑎𝑛 𝑦0 = −95 

Penyelesaian umumnya adalah 

𝑥 = 80 + (
621

9
) 𝑘 = 80 + 69𝑘 

𝑦 = −95 − (
738

9
) 𝑘 = −95 − 82𝑘 

3. Tentukan bilangan bulat positif 

𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑦 yang memenuhi 7𝑥 +

 5𝑦 =  100  

Penyelesaian :  

𝐹𝑃𝐵(7, 5)  =  1. Karena 1 | 100 

maka persamaan di atas mempunyai 

penyelesaian.  

1 = (3 × 7) – (4 × 5)  

100 =  7 ×  300 +  5 × (−400). 

Didapat 𝑥0  =  300 𝑑𝑎𝑛 𝑦0  =  −400  

Penyelesaian umumnya adalah :  

𝑥 =  300 +  5 𝑘  

𝑦 =  −400 –  7 𝑘  

Karena yang dicari adalah solusi 

positif maka haruslah 

300 + 5𝑘 > 0 𝑑𝑎𝑛 − 400 − 7𝑘 > 0,  

𝑦𝑎𝑖𝑡𝑢 − 60 < 𝑘 < −57
1

7
 

Sehingga didapatkan 𝑘 = −58 dan 

𝑘 = −59. Jadi persamaan Diophantine 

7𝑥 + 5𝑦 = 100 mempunyai tepat dua so-

lusi positif yaitu 𝑥1 = 10, 𝑦1 = 6 dan 𝑥2 =

5 , 𝑦2 = 13 

 

4. Jane membeli 13 buahapel, 37 buah 

alpukat, seharga 200 $ dengan 

menggunakan algoritma Euclid 

tentukan harga dari satu buah apel 

dan satu buah alpukat  

Diketahui : 

13𝑥 + 37𝑦 = 200 

Dengan menggunakan Algoritma 

Euclid kita peroleh 

37 = 1𝑥 13 + 11 

13 = 3 𝑥 11 + 2  

11 = 5 𝑥 2 + 1 

2 = 2 𝑥 1 + 0 

Maka diperoleh 𝐹𝑃𝐵(13,37) = 1. 

Karena 1 habis membagi 200, maka per-

samaan itu memiliki solusi bulat.  

Dengan menggunakan pembalikan 

algoritma Euclid didapat  

1 = 11 − 5 𝑥 2 

1 = 11 − 5 𝑥 (13 − 11) 

1 = 6 𝑥 11 + 5 𝑥 13 

1 = 6 𝑥 (37 − 2𝑥13) + 5 𝑥 13 
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1 = 6 𝑥 37 − 17 𝑥 13 

Kedua ruas dikalikan 200 

200 =  1200 𝑥 17 + 3400 𝑥 13 

𝑀𝑎𝑘𝑎  

𝑥 = −3400 𝑑𝑎𝑛 𝑦 = 1200 

Namun ini belum selesai karena 

nilai 𝑥 > 0 𝑑𝑎𝑛 𝑦 > 0 

𝑦 > 0 

1200 − 12𝑘 > 0 

13𝑘 < 1200 

𝑘 <  92
4

13
 

𝑥 > 0 

−3400 + 7𝑘 > 0 

37𝑘 > 3400 

𝑘 > (
3400

37
) 

𝑘 > 91
33

37
 

91
33

37
<  𝑘 <  92

4

13
 

𝑘 = 92 

𝑀𝑎𝑘𝑎 ℎ𝑎𝑛𝑦𝑎 𝑎𝑑𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑢 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑠𝑖 𝑘 = 92 

𝑦 = 1200 − 13.92 = 4 

𝑥 = −3400 + 37.92 =  4 

Permasalahan pada aplikasi 

persamaan Diophantine Linier dapat 

secara mudah dilakukan dengan 

menggunakan algoritma Euclid. Untuk 

menyelidiki apakah persamaan tersebut 

diophantine atau tidak, dapat dilakukan 

dengan dengan penghitungan FPB. Var-

iabel a dan b dari persamaan 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 =

𝑐 yang mana (𝑎, 𝑏)|𝑐.  Pada 

penghitungan 𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) didapat 𝑑|𝑐, 

sehingga 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 memiliki solusi 

bulat.  

 

 

 

Simpulan 

Berdasarkan analisis hasil dan 

pembahasan yang telah dibahas 

Persamaan diophantine Linier dapat 

diaplikasikan dalam materi program 

Linier dua variabel yang diajarkan di 

tingkat SMP dan SMA, dengan algoritma 

Euclid persamaan Linier dengan syarat 

(𝑎, 𝑏)|𝑐 dapat dipenuhi yang kemudian 

dapat dilanjutkan langkah pembalikan 

algoritma euclid untuk menemukan 

solusi bulat.   
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